Corso di laurea in Ingegneria dell’ Automazione - Anno accademico 04-05

Fondamenti di automatica

Possibili soluzioni degli Esercizi 1-8

Esercizio 1

Si determini il modello lineare 8S tangente al sistema non dinamico
Inz(t)—u(t)=0

S:
y(t) = 2°(t) + u'(t)

in un punto di lavoro corrispondente all’ingresso costante u(t) = 1.

In corrispondenza di u(t) =u =1, si ha:

Inz=1 = Z=e ; y=7°+0°=e’+1 .

e, ponendo: Inz—u:=o(z, u), z°+ u:=y(z u), il modello lineare 8S, tangente
a S nel punto di lavoro corrispondente a u(t) =u =1, é dato da:

M 6z(t) + N du(t) =0
oS :

dy(t) = P 5z(t) + Q du(t)

dove:

_00_ — _ 1 00— _
M.—az(z,u)—e , N.—au(z,u)— 1,
OV OV
P.—az(z,u)—Ze : Q.—éuﬁ,u)—Z.



Esercizio 2
Si descriva il sistema non dinamico:

[ 5z(t) =3 uy(t) +4 uy(t) =0

27;(t) + 25(t) + 10 uy(t) =0

4 75(t) = 5 z5(t) + us(t) — 7 ux(t) =0
Coy(t) = za(t) + 2 25(1)

in forma compatta usando la notazione vettoriale. Si determini, quindi, un punto
di lavoro di S corrispondente all’ingresso costante u;(t) =5, u(t) =0.

Sia: z:=[z; z, z3]’, u:=[uy U]’ (I’apice denota il trasposto) e inoltre:

5 0 0 (-3 4]
M:==|2 1 0 , N:=|0 10| , P:=11 2 0].
L0 4 -5 1 -7
Allora,
Mz(t)+Nu@)=0
) {y(t):Pz(t).

Il valore di z corrispondente a u(t) =u =[5 0] si ottiene risolvendo (in uno dei
vari modi possibili) I’equazione:

Mz=-Nu=[-15 0 5].
Poiché M e non singolare (det M = -25) la soluzione e unica ed e data da:
z=[3 -6 -3.8].

Corrispondentemente, y=Pz =-09.



Esercizio 3

Con riferimento al sistema

[ 4zy(t) + 2,() - 0.1 U3(t) = 0
0.2 2,°() + z,(t) = 0

yi(t) = za() + 2 2a(t) = \Ju(®)
L ya(t) = z2°(t) ()

a) descrivere S in forma compatta usando la notazione vettoriale;

b) determinare il modello lineare 3S tangente a S in un punto di lavoro
corrispondente all’ingresso costante u(t) = 3.

a) Ponendo: z:=[z; 2], y:=[y1 VY] e inoltre:

ou(z,u) =4z, +2,-0.10°

92(z,u) = 0.2 2% + 7,

yi(z,u) =z, + 22 —\m
va(z, u) = 2% 2,

(P(21 U) = [(Pl(zi U) (PZ(Z! U)],, \|J(Z, U) = [\Vl(Z, U) \VZ(Z’ U)]’, si ha:
{ o(z(t), u(t)) =0
S:
y(®) = w(z(t), u(®)) .
b) Un punto di lavoro di S corrispondente a u(t) = u = 3 (se esiste) si ottiene
risolvendo anzitutto I’equazione o(z, u) = 0; cioe:

421+22—2.7:0
0.22%+2,=0 .

Dalla seconda equazione, si ha: z, = - 0.2 z,°. Sostituendo nella prima:



022°-47,+27=0 .

Le soluzioni di questa equazione sono due: Z;, = 19.3005, z;, = 0.6995.
Corrispondentemente, z,, =-74.5019, 7,, = -0.0979. Fissiamo I’attenzione sul

punto di lavoro z =7, =[19.3005 -74.5019]".

Il modello lineare &S, tangente a S nel punto di lavoro considerato, e dato da:

M z(t) + N Su(t) = 0
5S :

dy(t) = P éz(t) + Q du(t)

dove:
[ 4 1) [ 4
00, _
M = 82(2’ u) = =
L 047, 1 | 7.7202
-0.30° - 2.7
00— _ _
N . au(Z,U)— - 1
0 0
r 1 2 N r 1
oW _
P:= aZ(z,u) =
(27,7, 7)) (- 2875.8
_—1_ - 0.2887
oy _|2vu | _
Q - au(Z’U)_ -
0 0

372.5093 |



Esercizio 4

Si dica se il sistema
X(t) = — 2 x(t) + 5 u(t)

y(®) = x(t)

e lineare o non lineare, variante o invariante nel tempo, dinamico in senso
proprio o no.

Il sistema S é lineare, perché da una parte X dipende linearmente da x e da u,
dall’altra y dipende linearmente da x (e da u!); € tempo-variante, perché i valori
assunti da x e u all’istante t non sono sufficienti, da soli, a determinare x (infatti,
e necessario conoscere anche t); € dinamico in senso proprio, perché y non
dipende direttamente da u.

Esercizio 5

Si descriva il sistema

[ Xa(t) = 2 X3 (t) — 4 ua(t) + ux(t)
Xa(t) = 5 X3 (t) + 3 X2(t) + 10 u(t)

Xa(t) = 4 Xa(t) — 6 x3(t) + us(t) — 8 ux(t)
L oY) = xa(t) +2 x(t)

in forma compatta usando la notazione vettoriale e si determini (se esiste) una
condizione di equilibrio di S corrispondente a: uy(t) = 1, uy(t) =- 1.

Sia: X:=[X; Xo Xsa]’, u:=[u; u,] einoltre:

2 0 0 41
A=[5 3 o , B=|0 10| , C:=[1 2 0]
0 4 -6 1 -8




Allora,
{ X(t) = Ax(t) + B u(t)

y(t) = C x()

Gli stati di equilibrio di S corrispondenti a u(t) =u=[1 -1]’ sono le soluzioni
dell’equazione:

Ax=-BU=[5 10 -9] .

Poiché A é non singolare (A é triangolare e non ci sono elementi nulli sulla
diagonale principale), esiste un’unica soluzione:

X =[2.5000 -0.8333 0.9444] .

Corrispondentemente, y = C X = 0.833.

Esercizio 6

Si determini il modello lineare 8S tangente al sistema
X(t) ==x(t) (1 —4 u(t) + 2 u(t)

y() = x°(t) - u(t)

in una condizione di equilibrio corrispondente all’ingresso costante u(t) = 0.5.

Determiniamo anzitutto (se esiste) una condizione di equilibrio corrispondente a
uit)=u=0.5.

Ogni eventuale stato di equilibrio di S (corrispondente a u) € soluzione di:
-x(1-4u)+2u=0;

quindi, si ha (come unica soluzione): X=-1e y=x-U=-1.5.



Il sistema lineare oS, tangente a S nella condizione di equilibrio considerata, &
dato da:

{&®=A&®+BM®
8S :
dy(t) = C dx(t) + D du(t)

dove, avendo posto: f(x,u):=—x(L-4u)+2u e g(x,u) :=x —u,si ha:

G P oy L P
A.—ﬁx(x,u)——(1—4u)—1 : B.—au(x,u)—4x+2—-2 :
000 -\ _av2_ 00 oy _
C.—ax(x,u)—sx =3 : D.-au(x,u)- 1
Esercizio 7

Con riferimento al sistema

X1(t) = = Xa(t) u(t) — Xao(t) + 3
St Xe(t) = xu(t) - X2 (1)
y(t) = xx(t)

a) sidescriva S in forma compatta usando la notazione vettoriale;

b) si determini il modello lineare &S tangente a S in una condizione di
equilibrio corrispondente all’ingresso costante u(t) = 0.

a) Sesipone: x:=[X; X]’, ed inoltre:

fl(X, U)
, BGU) ==X U=Xo+3 (X, U) =X =X,

f(x, u) := {

g(x) == X, ,

Si puo scrivere:



{ X() = F(x(), u(V)

S:

y(®) = g(x(t))

b) Determiniamo anzitutto (se esiste) una condizione di equilibrio di S

corrispondente all’ingresso costante u(t) = u = 0. Ogni eventuale stato di
equilibrio di S (corrispondente a u) e soluzione di:

- X1 u- Xo + 3=0
X1 — X22 =0
E’ facile riconoscere che esiste qui un’unica soluzione X :=[9 3]’. Ad essa

corrisponde il valore costante dell’uscita y =X, = 3.

Il modello lineare 5S tangente a S nella condizione di equilibrio considerata &
dato da:

Sx(t) = A 8x(t) + B Su(t)
5S :

dy(t) = C dx(t)

C:= %g(i, n=[0 1]

Esercizio 8

Con riferimento al sistema

£ %(t) = In Xg(t) + 3 u(t)
Xo(t) = = xa(t) X2(t) + u(t) xs(t)
Xa(t) = Xa(t) + Xa(t) — X3(t)

L Y() = sin(x.(t) + x3(1))




a) sidescriva S in forma compatta usando la notazione vettoriale;

b) si determini il modello lineare &S tangente a S in una condizione di
equilibrio corrispondente all’ingresso costante u(t) = - 1.

a) Sesipone x:=[x; X, x3]’,edinoltre f:=[f, f, f5]°, con:

fix,u) :=Inx,+3u
(X, U) ==Xy Xo + U X3
fa(X, U) :== X + Xp — X3 ,

e infine:
g(x) == sin(xy + Xs) :
allora
X(t) = f(x(V), u(®)
y(®) = g(x(t))
b) Determiniamo anzitutto (se esiste) una condizione di equilibrio di S
corrispondente all’ingresso costante u(t) = u = — 1. Ogni eventuale stato di

equilibrio di S (corrispondente a u) e soluzione di:

InX2+3U:O
—X1X2+UX3:O

X1+X2—X3:0

E’ relativamente facile riconoscere che I’unica soluzione ¢ data da

|
i
D
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Ad essa corrisponde il valore costante dell’uscita y = sin(x; + X3) = sin 1+

Il modello lineare 5S tangente a S nella condizione di equilibrio considerata &
dato da:

Sx(t) = A dx(t) + B Su(t)
oS :

dy(t) = C dx(t)

dove:
0 X' 0 0 e® 0
_of o = 3 €
A= X(x,u)— —X, =X, Ul =|-e 1+6° -1 ,
1 1 -1 1 1 -1
3 (3
of o || | ¢€°
B .= u(x,u)— Xs| =17+
0 . 0

C o= %g(y, U)= [cos(i+%) O  cos(X +Xs)] =

e®—¢d e’ —¢®
= |C0S 3 0 COS 7163 |-
2 2 e3 e6
e’ =20.0855, e =0.0498, 1+68° 0.9526, 1+65° 19.1330
ef_ gl 6 _ @3
sin 1+ " 0.6203 , cos 1+e3 - 0.7843 .
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