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Fondament1 di automatica

Esercizio 21

Calcolare le funzioni di trasferimento da u a y e da d a e nel seguente schema a
blocchi.
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Esercizio 22

Calcolare le funzioni di trasferimento da u a y e da d a y nel seguente schema a
blocchi.




CALCOLO E RAPPRESENTAZIONE DELLA RISPOSTA IN FREQUENZA

La risposta in frequenza associata ad una funzione di trasferimento F(s), vale a
dire I’immagine attraverso F(-) del semiasse immaginario positivo ovvero

, puo essere rappresentata in vari modi.

w=0}

{F (o),

te 1l ricorso ad una

piuttosto che all’altra rappresentazione. Nel seguito, 1’attenzione si concentrera

\

, puo essere piu convenien

A seconda del problema da trattare

prevalentemente sulla rappresentazione di Bode, particolarmente efficace ed

espressiva in sede di progetto, soprattutto in una sua versione approssimata
valida per funzioni di trasferimento razionali note in forma fattorizzata.
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Polinomi e funzioni razionali in forma fattorizzata

pis)=s"+a; 5" +a,s"

+...tasta,=@GE+r)(s+tr)..(s+tr)

Le radici (-r,, i =1, 2, ..., n) sono reali 0, a coppie, complesse coniugate.
\ M 1 \ . .

e Se -r ¢ una radice reale, T:= ~ ¢ detta costante di tempo (di -r):

(s+r)y=r(st+l).

® Per le radici complesse coniugate, si preferisce di solito una rappresentazione
diversa, basata sull’impiego di parametri reali.

Se -r e -7 sono radici complesse coniugate; A
: Im
allora:
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W, : pulsazione naturale —7 X
C : fattore di smorzamento

del modo associato alla coppia (-, -7).

Conseguentemente, le funzioni di trasferimento in forma fattorizzata possono
assumere due forme distinte, a seconda che, nei fattori di primo o di secondo
grado, sia unitario il coefficiente della potenza piu elevata di s piuttosto che il
termine noto.
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Il parametro p che compare nella prima forma si chiama costante di
trasferimento, mentre 1 parametri (Le g che compaiono nella seconda si
chiamano guadagno e tipo, rispettivamente (della funzione di trasferimento).
Una breve riflessione consente di riconoscere che g puo essere interpretato come
il numero di “integratori” (se positivo) o di “derivatori” (se negativo) in cascata
presenti nella funzione di trasferimento. Si noti inoltre che il termine guadagno
viene a volte disinvoltamente usato come sinonimo di “modulo della risposta in
frequenza”, oppure di “risposta in frequenza”, o anche di “funzione di
trasferimento”. Questa pratica non verra seguita nella trattazione che segue.

Risposta in frequenza di funzioni razionali in forma fattorizzata

Con riferimento alla forma che mette in evidenza le costanti di tempo, si ha:

2

A O
) Hi(1+2]Ci/\__/\_2
F(](D): 0 Hh(l +]O~)Th) ®,; (sz )
(o) T (1 +joT) . @ 0N
0, (14278 = 7)
quindi: ,
A O
, Hi|1+2jCi/\__/\_2|
|F(]Q))|:M Hh |1 +] O)Th| M, (l)m2 .
o TI|1+j0T W ;"
e[l 4oL H,1+2j§rm——y|

ponendo, per ogni M >0, M := 20 log M, si ha:

IFG®)|as = |Wlas — g 20 log(®) + 24 |1 +j @ Thlag — Zi |1 +j o Tilas +
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LOF(o) = £LU—-g90 + 2, L2(1 +joTp) -2 L1 +joTp)+
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Si tratta quindi, in via preliminare, di esaminare in dettaglio 1'andamento del
modulo (in dB) e dell'argomento (in gradi) della risposta in frequenza relativa a
tre sole funzioni (o fattori) elementari:



D Fo-i Fj0) = Gy
2)  Fs)=1+sT, Flio)=1+/oT

s s ) o o
) F©=1+20 F(;oo)=1+2gt—gz

Diagrammi di Bode (modulo e argomento) dei fattori elementari

A) Modulo

D A=K L o= [ 1Rl - 220 log o

Se sull’asse m si adotta una scala logaritmica, |F(-)|;3 € palesemente una
retta. Sull’asse /og(w), si chiama decade la distanza di ® da 10 ®
(qualunque sia ). La retta

[EG0)|ap = [W]as - & 20 log(w)

ha una pendenza pari a — 20 g [dB/decade]. Adottando 20 dB/decade come
pendenza unitaria, diremo che la retta in questione ha pendenza — g. Per
tracciarla, basta determinarne un punto; ad esempio, per @=1, |F(7)|ss = |W|as-
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(O] 1
_ ) R ) L
2) F(s)=1+sT ; [FGo)|=1=xj Q| , 7]
I, ow<Q 0 , W<<Q
FGo) =1 |F(j)\dB = ©
Q w>> 20log§ , W>>0

20 Zog% =20 [log o- log Q] — retta con pendenza unitaria
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Per avere un’idea della differenza fra diagramma asintotico e diagramma
esatto, si noti che:

1.0050 , ©=0.1Q 0.0432 , ©=0.1Q
Fio) =4 2 ., 0=Q Fj®)dB =9 3 L 0=0
10.0499 , @=10Q 200432, @=10Q

3) Fo)=1+20( )+ ()« IFGo) =1 - (0/0) T +4 T (0w,

Il modulo di F(jw) non risente del segno di {; quindi, possiamo limitarci a
considerare valori positivi di { non superiori a 1 (per || > 1, le radici sono

reali e distinte; nel qual caso, ¢ preferibile la forma che mette in evidenza le
due costanti di tempo: F(s)=(1 +s T))( 1 +s T3)).



Se { =1, F(s) ha radici reali coincidenti, con pulsazione d’angolo pari a ,:

F(s)=[1+(win)]2:=(1+srn)2 , T”::co%;

quindi, il diagramma asintotico (in grassetto) e quello esatto (per { =1)
hanno I’andamento mostrato nella figura che segue.

[F(j®)|ap

e Al diminuire di , il diagramma esatto tende ad affossarsi in prossimita
di ,.

e Se (> 0.26 = 1/4, il valore assoluto della differenza fra il diagramma
vero e quello asintotico relativo a due costanti di tempo reali pari a T,
non supera 6 dB. Confondere il diagramma vero con quello asintotico
comporta quindi un errore non superiore a quello che si commette nel
caso di radici reali.

e Se¢ { assume valori (positivi) minori di 0.26, lo scostamento del
diagramma vero da quello asintotico pud diventare molto grande (in
prossimita di ®,).



B) Argomento (o fase)

D 9w . R =Gon
0 , u>o0
L°F(jo)y=24£°u1-90g , VARV
-180 , u<o0
1
2) F(s)=1+sT ; Fjo)=1+j0oT , Q:Zm
180 0 , W<<Q
LF(jo)=—atan(0 T) =
n 90 sign(T) , W>>Q

Se T ¢ negativa, anche £°F(j®) ¢ negativo. Se 7> 0, si ha:

ZOA

0.1Q O Q 10 Q

0);
3) zf~*(s)=1+2§win+(win)2 .t
LOF(joo) = (—Q—“’" )

Sel=1, F(s)= (1 +—(3 )2:= (1+ s 1,)% quindi:
: 180 20,0 180
LoF(jo) =~ atan(—g2-25) = 2 —
(jw) . aan(| 2—(1)2|) 2 - atan(® T,)

Se { <0, anche Z°F(jw) ¢ negativo. Per altro, se { > 0, si ha:
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Esercizio 23

Tracciare 1 diagrammi di Bode asintotici (e “stimare” quelli esatti) della risposta
in frequenza associata alle seguenti funzioni di trasferimento.
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D FO={ 70557

) 100 (1 +0.5 s)*
FO) =0+ 0.045) (140257 (1 + 257

2)

B 100 (1 - 0.5 5)°
FO) =0+ 0.049) (140257 (1 + 257

3)

1333 (s +3) 10 1+0.3333 s

2 = 2
s(s"+20s+400) s s s
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Calcolo “esatto” dell’argomento in ®: il regolo delle fasi

Il calcolo “a mano” di £°G(jm), per ® = M, ¢ sensibilmente facilitato da uno
strumento apparentemente ‘“arcaico”, detto “regolo delle fasi”, che consente
di valutare rapidamente atan(®/Q) 180/m, per ogni Q :=| T ['; vale a dire il
contributo a Z°G(j®) dovuto (a meno del segno) ad ogni costante di tempo 7.
Il regolo delle fasi esprime pertanto la funzione atan(w/Q2) 180/x, al variare
di 7, o piu precisamente al variare della pulsazione d’angolo Q.
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Regolo delle fasi

Il contributo a Z°G(j®) dovuto (a meno del segno) ad una costante di tempo T
si ottiene “puntando” in ® la freccia centrale del regolo e leggendo, sul

regolo stesso, nel punto corrispondente alla pulsazione d’angolo Q := | T [,
il valore assoluto del contributo cercato. Naturalmente, la scala riportata sul
regolo dipende dall’ampiezza della decade sull’asse delle m. I regoli piu usati
sono “tarati” sulla scala dei fogli di carta semilogaritmica standard a 4
decadi.
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Esercizio 24

Tracciare (su carta semilogaritmica a quattro decadi) 1 diagrammi di Bode
asintotici, del modulo e dell’argomento, relativi alle seguenti funzioni di
trasferimento. Indicare, quindi, un andamento plausibile dei corrispondenti
diagrammi effettivi (eventualmente calcolando con cura, per alcuni valori
“strategici” della pulsazione , il valore dell’argomento di G(jw)). Avvalendosi
dei diagrammi cosi ottenuti, si determini infine un plausibile andamento
qualitativo del diagramma polare della risposta in frequenza associata a G(-).

24.1 G(s)=(1 +105)° (1 +(3).02 s) (1+0.05 s)’
242 G(s)= (1+505) %1(1_; i)i)(l +0.4 5)
243 G=q o OSS()I(IFS '8%30?@2

244 GO=TT350%) 2(;1(1+—2 i)i)(l +04s)
245 G =707 10??((11;231)521 +0.15)
. 200 (1 +5)

G) = 11005 (1= 105+ 10057 (1 + 03 5)

Esercizio 25

Con riferimento a quelle, fra le seguenti funzioni di trasferimento d’anello, che
rispettano le ipotesi di Bode, si calcoli il corrispondente margine di fase; e,
qualora questo risulti positivo, anche il margine di guadagno.

L(s) >

30

2.1 L) =510 (1+025) (1+005s)
1+

252 L(s)= L)

s*(1+0.01 ) (1+0.003 5)°
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253

254

25.5

25.6

25.7

25.8

Loy 1005 (140003 5
() =T+ 105) (1+0.001 57

20 (1 —0.04 s)
s (1+0.045)(1+0.01 s)°
0.02 exp(—2 s)
s(1+12%)
o) = 200 (1 +5)
()= 15100 5)(1 = 105 + 100 571 + 0.3 5)

- 120
s(1+5%)

L(s)=

L(s)=

L(s) =

0.01
s(1+30s)(1+10s+100s%) °

L(s) =
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