Capitolo 2

Metodi ingresso-uscita



L’idea essenziale & semplice: descrivere ogni sistema orientato S come un
operatore, dallo spazio U dei segnali d’ingresso allo spazio Y dei segnali
d’uscita.

S - L H

uDo U, yDov

H: U -Y

Il sistema S puo essere indifferentemente dinamico (spesso, ma non
necessariamente, a dimensioni finite) o non dinamico:

Snd y(©) = g(u(t)

: { x() = fx(®), u®) . x(0)=xq
d

y(®) = g(x(), u(®)

Se S é dinamico, un aspetto immediatamente colpisce: lo stato del sistema,
cosi carico di significato e d’importanza, € scomparso dal quadro. |
concetti di stabilita “alla Liapunov”, che affondano le loro radici nella
nozione di “stato”, dovranno essere abbandonati.

In particolare, in un sistema dinamico, il legame fra segnale d’ingresso e
corrispondente segnale d’uscita dipende dallo stato iniziale. In questo
capitolo, dovremo dunque abituarci a considerare lo stato iniziale come
fissato. O, quanto meno, come un parametro dell’operatore ingresso-uscita
che, in questo modo, equivale in realta ad una famiglia di operatori: uno
per ogni valore dello stato iniziale.



Gli spazi funzionali d’ingresso e d’uscita

» Considereremo essenzialmente spazi funzionali costituiti da segnali a
tempo continuo (analogici) definiti su R* (u(} y(): R" — R) e continui
a tratti; caratterizzati, cioe, nel caso peggiore, da un insieme numerabile
di discontinuita, tutte di prima specie (“salti”). Inoltre, faremo
sistematicamente, per semplicita, I’ipotesi che lo spazio dei segnali
d’uscita sia uguale a quello dei segnali d’ingresso (Y = U).

 Gli spazi funzionali ai quali faremo prevalentemente riferimento saranno
spazi lineari normati (o loro estensioni).

+ Uno spazio € lineare se e chiuso rispetto alle operazioni di somma e
di prodotto per uno scalare.

+ Uno spazio V & normato se e definita una funzione:
m:v - R

con le seguenti proprieta:

1) Iv@OlI=0 = v(Q)=0
2) ||la v(Dl| = |af |v(DI| , per ogni aJR e v(Q1 IV
3) [IVa(@+ vo(Ql < [[va(Dl + [Ivo(DIl ,  per ogni va(D) vp(QI TV

e Con rare eccezioni, dettate dall’eventuale esigenza di contrastare
possibili ambiguita, d’ora in avanti, nell’indicazione dei segnali
d’ingresso o d’uscita, il puntino verra omesso. Ad esempio, se M ¢ lo
spazio funzionale dei segnali d’ingresso e d’uscita del sistema S, vale a
dire il dominio e il co-dominio dell’operatore H che lo rappresenta,
scriveremo:

y=HUu)OM , OulM.



Spazi di Lebesgue (L)

Fissiamo innanzitutto |’attenzione sugli spazi L, dei segnali a tempo
continuo V(I R™ - R tali che ||v(Dl|, < o (spazi di Lebesgue), dove, per
ogni p reale positivo:

00 1/p
fIV(t)Ipdt] , p<oo,
VOl =

sup V(1) , p=o .
tOR

©o e, V(O

e da intendersi qui come il piu piccolo numero reale maggiore o uguale
a |v(t)| quasi ovunque su R™; ciog, su un insieme ottenibile da R*
eliminandone al piu un sottoinsieme di misura nulla (estremo superiore
essenziale). La precisazione € “inutile” se, come faremo nel seguito, ci
si limita a considerare segnali continui a tratti.

e Benché p possa essere, in linea di principio, un qualungue numero reale
positivo, i casi di maggiore interesse sono relativamente pochi: p=1
(segnali assolutamente integrabili), p=2 (segnali a energia finita), p=co
(segnali uniformemente limitati).

 Nel seguito, indicheremo con L un generico spazio L,. [L O{L,, p>0}]

Osservazione

Gli spazi L, sono costituiti, per definizione, da segnali limitati in norma.
Descrivere un sistema mediante un operatore da L, a L, sarebbe dunque
possibile solo se si escludessero a priori segnali d’ingresso illimitati o
sistemi (dinamici) a risposta illimitata. Per aggirare questa inaccettabile
restrizione, occorre estendere la definizione di spazio di Lebesgue.



Spazi di Lebesgue estesi

Per ogni v(Ot R* — Reogni 1> 0, sia :

v(t) , tO[O0,T1]
ve(t) = {

0 , t>1 .
il troncamento a 1 di v(DL Allora,

Le:={v(D:v(DOL,dT0 R}

e |[vz(Dl| € una funzione non decrescente di T ;

« Vv(JOL se e solo se esiste M tale che: ||v:(Dl| < M, per ogni T=0.

Sistemi (operatori) causali

S: — H —%

H: L - L
u L, = y =H(u) UL,

Il sistema S (I’operatore H) & causale se, per ogni T O R”, I’andamento di y
fino a T (compreso) non dipende dall’andamento di u da Tt (escluso) in poi:

Hu),=H(u), , DOuOL, e @ OR".

Nel seguito, considereremo esclusivamente sistemi (operatori) causali.



H: L - L, , y = H(u)

Polarizzazione, norma indotta e guadagno

L’elemento nullo u =0 di L. & il segnale identicamente nullo su R (o
qualsiasi segnale che differisca da questo su un insieme di misura nulla;
segnali che differiscano su un insieme di misura nulla sono indistinguibili
in Le: la loro distanza e nulla; ovviamente, questa precisazione e “inutile”
se I’attenzione é ristretta ai segnali continui a tratti).

In generale, I’operatore H € polarizzato (anche se S € non dinamico); cioe:

Coerentemente, H é detto non polarizzato se H(0) = 0.

Se H ¢ polarizzato, si puod sempre porre: G(u) := H(u) - H(0), sicché:
H(u) = G(u) + Yo .

L’operatore non polarizzato G associato ad H e causale se e solo se H ¢
causale.

La norma indotta di un operatore causale non polarizzato G : L, —» L. e
data da:

- (]
o= o Ml



Osservazione

La definizione di norma indotta fa riferimento a L non a L.. In effetti, una
definizione apparentemente piu appropriata sarebbe:

|G (Ul
”G”e = SUp ”U ” 1
U |:| Le+_{0} T
TUOR

ma, grazie alla causalita di G, é facile riconoscere che |G|l = (|G| .

*kkkhkkkikikk *kkhkkhkkkikikk *kkhkkkkkikikk

& Se ||G|| < o, si dice che I’operatore G e limitato; la sua norma indotta e
anche detta guadagno di G a polarizzazione nulla:

G(u
v©=lel= sup ISR
ullL-{0}
Ovviamente,
IGU)[<y(G)lul] , OuOL ,
e anche:

IGWA <Y (G) lludl . DO(u, 1) OLexR".

» Sinoti che ||G|| < non implica affatto ||G(u)|| < « . In realta, non
e G, ma la sua norma indotta ad essere limitata.

* E’ interessante estendere ora la nozione di guadagno (“finite gain”)
a qualsiasi operatore causale, anche polarizzato.

>



Definizione 1 (Operatore causale (debolmente) limitato)

Un operatore causale H : L, — L&

o limitato se |lyo|| =|HO)||:=B < e G(QI=H()-yy e limitato; in tal
caso,

IHWII = IG(u) + Yoll < IG(U)I| + llyoll < Y*(G) [lull + B

* debolmente limitato (o a guadagno finito) se esistono '\} ﬁ OR" tali
che:

HWl<ylul+B , DuoL

N.B.: Se H e limitato, € anche debolmente limitato.

Definizione 2 (Guadagno di un operatore causale H debolmente limitato)

y(H) :=inf {y OR*|BOR": [HWI <y ull+ B, OulL}

—> Se H e un operatore causale debolmente limitato esiste il guadagno
v(H) e, per ogni y = y(H), esiste B O R tale che: |[H(u)|| <y ||l +
B,0OulL .

Gli esempi che seguono, importanti in sé, oltre allo scopo d’illustrare le
precedenti definizioni hanno quello di mostrare che:

e tanto la “limitatezza o0 meno” quanto il “valore del guadagno” di un
operatoreH: L. - Le,con L =L, e pU(0, «], dipendono da p;

e anche un operatore non limitato pud essere debolmente limitato e
avere un guadagno (finito);

« il guadagno di un operatore non polarizzato puo differire dalla sua
norma indotta, vale a dire dal suo “guadagno a polarizzazione nulla”;
piu precisamente: y(G) <y°%(G) .



ESEMPI
Esempio 1 (Sistema non dinamico)
S: y©) =g(ut)) , OtOR"

con g([) continua a tratti. Sia poi :

gv):=g(v)-g(0) , Vy:=inf{kOR":[g(Vv)|<k]|v|, OvOR}

o) |

g(0) +yv

el .

/7

Minimo settore conico g(0) - V Vv
ad asse orizzontale

S: y=HUu)OL, , OulL,

H(u) = G(u) + Yo

GU)=y ; YO=gu@®) , OtOR" 5 yo(t) =9(0) .

CasoL =L,

* liyoll =19(0)] := B < 0

e ulL, = lullo = sup [u(t)] = U <eco
tOR"



ull = U

IGW)lls = sup , [gu®)I= sup [g(v)] < YU
tUR U

lv| <
quindi:
||G(u)||oo< v
lulle = *°

In vista della definizione di y, per ogni €>0 esistono:

kO(y-&y) e V

tali che: |g(V)| =k |v|.

Sia quindi: T(t) :=Vv, Ot O R". E’ evidente che:

1G]l _
ol

Pertanto:

IG(U)]]e

sup =Y.
ulL,-{0} [l

¥o(G) =[Gl -



[1Yolle = B < 00
H é un operatore limitato in L..

IGlles =Y < 00

Ora, sappiamo che:

IHWlleo = 1IG(U) + Yollo = [IGU)lle + [[Yolles < IGles [lulles + [IYolleo =

=V lull + B

quindi, come gia osservato, ogni operatore limitato € anche debolmente
limitato. Non e detto, pero, che il guadagno di H, o anche di G, coincida
con il guadagno di G a polarizzazione nulla.

Infatti, se ad esempio la caratteristica ingresso-uscita di S fin qui
considerata e anche limitata, cioé se:

sup |g(v)| =pB* <
vIR
si ha:

IIH(U)Iloo= Sup y(®)] = Sup gu)l<p* , LulLls.
Quindi, y.(H) = 0. Se inoltre g(0) =0, siha: H=G,
¥o(G) = 0 < va(G) = V.
Osservazione
SeL=1L,, p<o, e g(0)#0, I'operatore H non e limitato, neppure
debolmente (y, U Lp).
“Compito a casa”: Supponendo che sia: g(v) = sgn(v) e L = L,

dimostrare che il guadagno a polarizzazione nulla di G (in tal caso uguale
ad H) non esiste, mentre il guadagno di G esiste ed ¢ nullo.

10



Esempio 2 (Sistema lineare, tempo-invariante, dinamico in senso proprio,
asintoticamente stabile)

{ XEAX+Bu | x(0) =%, O R"

S:
y=Cx
Re[A(A)] <0 , i=1,2,...,n .
t t
yt) =C e xo + C [ e VB u(r) dt = yo(t) + S g(t-1) u(t) dt , Ou DL,
0 0
S: y=H(u)=G(u) +y, 0L, , OulL,

G(u) :=g=*u (prodotto di convoluzione) ; g(t)=C "B = gUL,
Poniamo:

(00)
ky =gl = J g()| dt <o
0

B = lyollo = sup _ [yo(t)] <o
tUR

Norma indotta di G

ol = sip CWL o e
ul
ullL-{0}

T lull =1

per la linearita di G

11



CasoL =L,

t
IGll. = sup [IGWIl- = sup ~ sup |fg(t-T)u(r)dr| <
lull = 1 lule=1 t=0 |g
t t
< sup - sup flg(t- D)l ju()ldts sup Sg(t-T)ldt=
lule =1 t=0 g t=0 g
t 00
=sup [lg(m)ldt=[lg(r)ldt = k
t=0 g 0

Ora, per concludere che in realta |G|l = k;, basta trovare una successione
d’ingressi Uy, con ||unlle =1, tali che

lim |G (um)ll. = ki

m — oo
| Sia:
Um(T) :=sgn(g(m - 1)) [Un(T) =0 per 1= m]
allora
t t
IGUmle = sup |Sa(t-T)up(Ddt{= sup _ [lg(t-T)dT=
t=0|g to[o0,m]g
m
= [lg(o)| do = lim  [|G(Un)[|lo = k1 |
0 m — o

Dunque, G € un operatore limitato in L, cOn  ya(G) = k; <o,

Poiché e anche: ||yo|l. = B < 0, anche H e un operatore limitato in L.

12



CasoL =L,

Consideriamo innanzitutto I’operatore G (prodotto di convoluzione):

2=GU) o Z(jo) = G(jw) U{w) . OuOL,

Per il teorema di Parseval,

ldl? = [Z® dt=5 [ ZGf do= 5 [ 6O UG des
0

=-00 -00

1 ° v
< Grax 5 J UG dod= Grax J U*(t) dt = Grrax Ul
00 0

Gmax = |G(Q)| =|G(jw)| , b OR".
IGll:= sup [G(U)llz=_sup [lzll2 < Gmax
lull2 =1 lull2 =1
Ancora una volta, per giungere alla conclusione che |G|, = Gnax basta

individuare una successione di segnali d’ingresso a norma unitaria in L,
tali che la norma L, delle uscite corrispondenti tenda a Gy -

| Una successione con questi connotati & data da:

-1/2
Ua(® = M(@) e cos@t) , M(@) :=| ] (e cos(@t))? dt
0
infatti,
lim ”G(ua)”2: coo = Gmax - J
a-20

13



Operatori causali affini

Un operatore causale H: L. —» L. € detto affine se I’operatore non
polarizzato ad esso associato € lineare; cioe se: H{D)=G(DI+y, e G
e un operatore lineare.

Teoremal

Un operatore causale affine debolmente limitato e limitato e

y(H) = y*(G) .
)

La dimostrazione fa uso di un risultato enunciato qui come Lemma 1.

Lemma 1

Se H e un operatore causale affine debolmente limitato

y(H)z“%ﬁm , OuOL -{0}.

Prova. Se H é un operatore causale affine debolmente limitato, esistono
v(H), BOR" tali che

IHWI < yH) jul+B8 , HulL .

In particolare, |[H(0)|| £ B < . Inoltre, per ogni uJ L -{0} e a >0,

i HE@WL ) o B
o laul =M oyl @ e o I

= y(H) .

Memo: a,b0L, c=a+b = |al-[bll<lcll < all + bl
(@=c-b = [all<|lc|| + [bl])

14



Partendo dal centro, si noti che:

G iyoll _ IG(a w)ll - {lyoll _
lull - flor ul] Jloc ul -

_ IH@w) _
o ul

Gl +lydl _ ISWI, ol
- lloc ul] lull i ul

quindi, per a che tende all’infinito, si ottiene:

lGwil _ . IH@W] _ 16wl

] — locull = flul]

a - o

Prova del Teorema 1. Se H €& un operatore causale affine debolmente
limitato, dal Lemma 1 segue che:

y(H) = “%“ , QulOL-{0};
quindi, G é limitato e y(H) = y°(G) := |G|
D’altronde, H(u) = G(u) +y, implica:
IHWI = IS+ llyoll = yX(G) [lull + llyoll » DuDL

quindi, per la definizione di guadagno, y(H) < y°(G). La conclusione non
puo che essere: y(H) = y°(G) .

15



Stabilita ingresso-uscita (stabilita L)
. E’ essenzialmente “di sistema”
. Riguarda sistemi dinamici e non

. Dipende da L (se L =L, dipende da p)

Definizione (Stabilita L)
Un operatore causale H: L, - L, & L -stabile se H(L) UL ; cioé se:

HuOL , OuOL .

. L =L, = stabilita “bibo”

Il teorema che segue mette in luce una proprieta equivalente, che alcuni
autori amano adottare come definizione.

Teorema 2

Un operatore causale H: L, - L. e L -stabile se e solo se esistono una
funzione continua e crescente o() : R* — R", con o(0) = 0, e una
costante B O R" tali che:

[HWl < o(u)+B , OuOL.
Prova. O Immediata.

= Se H & L -stabile, per ogni v 0 R sia:

((v) := sup [H()I.
lull < v

uldL

16



Poiché () & una funzione non negativa e non decrescente su R", &
sempre possibile trovare una costante B O R e una funzione continua e
crescente o(): R" — R", con o(0) =0, tale che:

(V)< oW)+B , M OR'
pertanto:
HWI < {(jul) = o(ul) +B , DulL .

Corollario del Teorema 2 (Stabilita degli operatori limitati)

Un operatore causale H: L, —» L. debolmente limitato e L -stabile.

Osservazione. Non e vero il contrario.

Alla stabilita ingresso-uscita & possibile dare un significato locale, piu
debole ma di piu facile soddisfacimento.

Definizione (L -stabilita “in piccolo™)
Un operatore causale H: L, — L. € b-L -stabile, conb >0, se

HuOL , OuOLy:={uldL:|ul.<sb}.

Stabilita ingresso-uscita e stabilita alla Liapunov

Un problema che é stato ed e oggetto di molti studi consiste nello stabilire
connessioni tra (forme di) stabilita ingresso-uscita e (forme di) stabilita
alla Liapunov. Risultati scarsi. Eccezione: sistemi lineari tempo-invarianti.

e Se un sistema dinamico S lineare e tempo-invariante e asintoticamente
stabile, I’operatore H ad esso associato e L,-stabile per ogni p (finito o
infinito).

* Viceversa, se H e L-stabile, con p >0 finito o infinito, allora S ¢
asintoticamente stabile se e solo se e stabilizzabile.

17



Stabilita di sistemi interconnessi: serie, parallelo, retroazione

1) Connessione in serie (0 in cascata)

e o e e mm mm mm Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em

Teorema 3

Due operatori H; e H, causali e debolmente limitati, connessi in serie
danno luogo ad un operatore causale e debolmente limitato

Hi=H,®H; o« y=H()=HyHi(u))

Y(H) < y(H1) y(Hy) .

In particolare, se:
HMI<vilvl+B , OvOL ; =12 Vy,BOR";
allora:

IHMI=yIvi+6 , OvOL

dove: y=viYo, B=Y2B1+PB2.

Esempio. Sistemi lineari tempo-inv. as. st., L =Ly, Gmax < Gimax Gomax

18



2) Connessione in parallelo

c
Y
=+
_
I

Y
L

N
IS

Teorema 4

Due operatori H; e H, causali e debolmente limitati, connessi in parallelo
danno luogo ad un operatore causale e debolmente limitato

H:=H;®H, o y=H(u)=H;u)+ Hyu)
Y(H) < y(H1) + y(H2)
In particolare, se:
HWI<vilvl+8 ., OvOL ; =12 vy,BOR";
allora:
IHMI=ylvi+p  OvOL ,
dove: y=vi+V>, B=B1+B>.

La dimostrazione dei Teoremi 3 e 4 € suggerita al lettore come esercizio.

19



2) Connessione in retroazione

____________________________

& Una questione non banale: H e ben posto?
La coppia (Y, Y,) esiste ed e unica per ogni (Ug, Up) [ LeXLe ?

e Sappiamo che se i due operatori sono causali e uno dei due
corrisponde a un sistema dinamico in senso proprio, H e ben
posto e causale.

&« Finora abbiamo considerato sistemi (operatori) a un ingresso e
un’uscita. L’operatore H ha due ingressi e due uscite. Possiamo
avvalerci di quanto fatto fin qui, senza procedere a (per altro
concettualmente  semplici) generalizzazioni formali, fissando
I’attenzione sulle relazioni esistenti fra ogni ingresso e ogni uscita. Piu
precisamente, sugli operatori

Hij da u a yi , i,j:1,2,

che compongono H.

20



Up : Z1 i Y1

! 1:\: Hi : g
Y2 | Z Y i U

: H, k2 o™

____________________________

Teorema 5 Teorema del piccolo guadagno

Sia H un operatore causale ben posto risultante dalla connessione in
retroazione di due operatori H; e H, causali e debolmente limitati. Se

A =Yy(H1) y(Hy) <1

allora H é debolmente limitato; esistono, ciog, '\}il, '\}ig, f&i ORY, i=1,2,tali
che:

Vil < Via lual] + Viz [luzl| + B

per ogni Uy, U, € L. Inoltre:

wr) <Xy Y ) vy <

In particolare, se y;, B 0 R sono tali che:
Iyill = IHi@)ll < vi llzill + B . OzOL 5 i=12;

e 1Vy.<1, allora:

lyal| (va lluall + Vo Yz [Juall + Ba + va B2)

1
1=viye

21



2| < (V1 ¥a lluall + ¥z lluzl] + Y2 By + B2)

_ 1
1-v1v2
per ogni uq, U, €L .

Prova. Se H; e H, sono operatori causali (debolmente) limitati e H € un
operatore ben posto, allora, per ogni Uy, Us, 73, Z, € L. ed ogni teR™, si ha:

Vel < Ya l1Zadll + Ba < Ya ([uad]] + [ly2d) + Ba<
< Vi [[Ugel| + Yo (Y2 l|z2d| + B2) + Ba<

< Vi Uzl + Yo Yo (U] + [[yaell) + v B2 + B2 -

Pertanto, se y1Yy><1le up, uyel, sipuo concludere che:

llyall = (V1 uall + Y2 Yo [luof| + B1 + v1 [32)

1
1=viy2

e, simmetricamente:

1
Iyall < 3=y, O Yo llall + o luall + V2 Br + Bo)

Sia ora:

AV V) = T V) = e o fale V) =

Poiché in ogni punto della regione in cui y; y» < 1 queste sono funzioni
crescenti tanto rispetto a y; quanto rispetto a y» , si puo affermare che:

v(Hy) H A
¥Y(H1) <73 —1)\ V() S)l&__z)% o Y(H2), Y(Ha) <775
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Esempio 3: Sistema di Lur’e

L
\/

H2 <

S;: Sistema lineare, tempo-invariante, asintoticamente stabile, dinamico
in senso proprio, con funzione di trasferimento G(s).

i

max |G(Jw)| = Gmax , se L =L,
w=0
Y(H1) =Y°(Gy) = A«
(00}
L Slg@®ldt =k , se L =L
0

S,:  Sistema non dinamico con caratteristica ¢ (0l nel settore [-k, K]:

oV <kl =  d(V)<k*V' , OvOR

SeL =L., VY(Hy) <Kk (Esempio 1: y(H,) < y°(H,) =y <K)

SeL = L2 )
(00) (00]

IHAWIE = S @) dt < [ WM dt=1 ulp , TuDLy;
0 0

quindi: y(H,) <k ancheperL =L,
(in generale € cosi per L =L,).
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Criterio del cerchio (in forma di Liapunov) (Cap.1)

a) Sistema di Lur’e autonomo: Assoluta stabilita nel settore [-k, k]

Sy
O— | G(s) y
S: —A
Sy
o (0

Condizione necessaria = S; asintoticamente stabile
Condizione sufficiente (criterio del cerchio)

A
Im

Re

x| =
x|

G(jw)

& S e assolutamente stabile nel settore [-k, K] se:

24



Sistema di Lur’e: Teorema del piccolo guadagno

; H @
u, | z Y1
41&)0—1) G(S) ! >
LA !
S, : | H i
! H> !
Y2 | 7 Yoou
(--.2___:___ o(0 |2 —O< e 2 .
o |l sistema S, (I’operatore H) e Lo-stabile (u;, u, O L, = vy, ¥, OLy)

qualunque sia la caratteristica ¢ (DI nel settore [-k, k] se

K Gmax < 1.
o |l sistema S, (I’operatore H) é L.-stabile (“bibo-stabile”) se
kky< 1 (ko= llg(Dll. ) -
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Stabilita L, nel settore [k, ks]

S - y° e ¢([ﬂ »é_% G(S) y .

“aool 00 g[e(s) Yo,
U L

o s e L

G(s)

ne)=oE)-he . FO)=174g5)
ke + K ky - k
h::—l2 : K:= 221

OOU Py, k] = NOUPL i

Conclusione “intermedia”. |l sistema S e L,-stabile per ogni ¢(DInel
settore [ky, ko] se e solo se il sistema S* e L,-stabile per ogni n(Dinel
settore [-k, K].
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MEMO:

Il Teorema del piccolo guadagno

applicato al sistema di Lur’e,
nel caso L =L,

ci aveva portato a trarre la seguente conclusione:

o s e L

A ke

N
/

.
-~

€

-ke

Il sistema S* & L,-stabile per ogni (DI nel settore [-k, k] se F(s) descrive un
sistema asintoticamente stabile e

L
k.

Fmax

Tornando ora al sistema S ...
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S:  Lao- <I>(D1»£W—“>G(s) -
SL: Leos p »ﬁ»e(s) N

Condizione necessaria

Se S e Lp-stabile per ogni ¢() O Pk, k], allora S & Lo-stabile
(asintoticamente stabile) per ogni p O [ky, ko]; quindi il diagramma di
Nyquist di G(s) compie tanti giri attorno al segmento [-1/k, -1/k,] quanti
sono i poli di G(s) con parte reale positiva.

Osservazione. Se S soddisfa la condizione necessaria, i poli di F(s) in S*
hanno parte reale negativa. Infatti, h = (k; + k»)/2 [0 [Kq, Ko].

Teorema 6 (Criterio del cerchio per la stabilita L, del sistema di Lur’e)

Il sistema S & L,-stabile per ogni ¢(Q) T P[k,, k,] se il numero di giri che il
diagramma di Nyquist di G(s) compie attorno a Olk,, k,] (cerchio con centro
sull’asse reale passante per i punti -1/k; e -1/k,) & uguale al numero di poli di
G(s) con parte reale positiva.

Prova. Se il numero di giri che il diagramma di Nyquist di G(s) compie
attorno a Olk,, k,] & uguale al numero di poli di G(S) con parte reale
positiva, e soddisfatta la condizione necessaria; quindi, i poli di F(s) in S*
hanno parte reale negativa. In particolare, se il diagramma di Nyquist di
G(s) éesternoa Olk,, k], allora, in vista della trasformazione F=G/(1+h G)
con h := (k; + kp)/2, il diagramma di Nyquist di F(s) & interno alla
circonferenza di raggio 1/k, con k := (k, - ky)/2, e centro I’origine. Per il
teorema del piccolo guadagno, S* e L-stabile per ogni n(01 O ®[k, k] €

quindi S € Lop-stabile per ogni ¢(DIT Py, k,]-
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SISTEMI E OPERATORI PASSIVI

Introduzione
In fisica, sono passivi i sistemi privi di elementi che emettono energia.
| sistemi fisicamente passivi hanno comportamenti spesso assimilabili ad

una qualche forma di “stabilita”; inoltre, connettendo sistemi fisicamente
passivi si ottengono sistemi fisicamente passivi.

Un esempio
R i
—\WWW—0—>
Rete
© C)T v passiva
O_

Supponiamo che la rete passiva sia “inizialmente scarica”; sia nulla, ciog,
nell’istante t=0, I’energia presente (nei condensatori e negli induttori).

Consideriamo la f.e.m. e come ingresso del sistema, la corrente i o la
tensione v 0 entrambe come uscita (u = e, y = i oppure y = v oppure ancora

y=[v 1I).

Qualunque sia I’andamento e(0: R* - R, & evidente che, in ogni intervallo
[0, t), I’energia complessivamente assorbita dalla rete non potra essere
negativa (la rete non puo cedere un’energia che non ha):

t

E@):= [ v({t)i()dt 20 , Ot=0 .
0
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MO
Rete t
e ()T VT passiva g vt i) dt =0 ,Ot=0
O_

In particolare, se e(QIJ L, , si puo fare un’osservazione interessante.

0 > ell)’ = }o e’(t) dt = }o [v(t) + Ri(t)]° dt =
0 0
= [ V() + R0 + 2R v(®) i(D)] dt =
0
= VIl + R Jlill." + 2R v(t) i(t) dt = |Iv]l.” + R* |fill” .
0

Quindi: u:=eldL, = i,vJL, (se y=i, oppure y=v, il sistema é descritto da
un operatore limitato e quindi Ly-stabile: [|ly[,> < V* |lull>, y=1/R o y=1).

Piu in generale, se y:=[v i]’, si ha:
Ill2” = [Ml2” + Ilill2” ;
s IMI” + [lill2* + (R? - 1) [lill,* = lyll.” ,seR=1
M+ REiE =y o
RETIVIE" + l2°T + (1 - RY) [VI"= R7lyll." , se R < 1

pertanto (ricordando che u := e, e ponendo y := max(1, 1/R)):

yll* < ¥2 Lvi” + R2 il < ¥ llell” := v flull,” , Du DLy

V< vyllull , DulL;

L’operatoreda u a y:=[v i]’ e limitato (e quindi L,-stabile).
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Sistemi e operatori passivi

La nozione di passivita puo essere riferita sia ai sistemi, sia agli operatori
ingresso-uscita che li rappresentano.

Cominciamo a considerare sistemi S* descritti da:

{ X¢t) = f(x(0), u(®) . X(0)=x OR"
S*:

y(®) = g(x(t), u(t))
. n=0 « sistema non dinamico: y(t) = g(u(t))

. f0,0)=0, g(0,0)=0

Definizione (Sistema dinamico passivo)

Il sistema S*, con n = 1, & passivo se esiste una funzione V(I R" - R
semidefinita positiva e continuamente differenziabile, detta funzione di
accumulo (“storage function”), tale che:

uyz%(x)f(x, uW+eu’+dy+pyY(x) , Oxu)OR"xR

con €, 8,p OR" e Y(definita positiva.

In particolare, il sistema S* ¢ detto:

conservativo, se €=0=p=0 e vale il segno di uguaglianza :

uy:%(x) f(,u) , O uOR"xXR

strettamente passivo relativamente all’ingresso, se € >0

strettamente passivo relativamente all’uscita, se 6>0

strettamente passivo relativamente allo stato, se p>0
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Definizione (Osservabilita nell’origine)

Il sistema S*, con n = 1, é detto osservabile nell’origine se x( = 0 e
I’unico movimento libero di S* compatibile con uscita nulla; in altri
termini, se: (u(D)=0, y(DI=0) = x(0)=0.

Definizione (Sistema non dinamico passivo)

Il sistema S*, con n = 0 (vale a dire: y(t) = g(u(t)), per ogni t O R"), &
passivo se:

uyzeu’+8y* , OuOR
con €, 8 OR".

Esempio 1 (Sistema non dinamico)
E’ facile riconoscere che, pur di porre:
kg ko 1
8_k1+k2 ’ 6_|<1"'|<2 ’

I"esistenza di €, 8 0 R taliche: uy=eu®+3y?, Ou R, éequivalente
all’esistenza di k; ek, , 0 <k; <k,< oo, tali che:

(y-kiu) (keu-y)=0 , OuOR.
Ma questo equivale a dire: g(QIP [k, k,] -
y 4 k2 u
g(y
k]_ u =
0 u_

32



In particolare, il sistema non dinamico S* e detto:

- strettamente passivo relativamente all’ingresso se: 0< k; (¢>0)
- strettamente passivo relativamente all’uscitase: k, <o (d>0)

Esempio 2 (Sistema dinamico lineare tempo-invariante asintoticamente
stabile)
S*: fx,uy=Ax+Bu , gx,u=Cx+Du , n=1;
(A, B) raggiungibile , (A, C) osservabile
Re[Ai(A)] <0 , G(s)=C(s1-A)'B+D .

Proposizione 1. S* e strettamente passivo relativamente allo stato se:

Re[Gjw]=za>0 , [d =0,

e quindi G([)) € strettamente reale positiva.

La prova si basa sul Lemma di Kalman-Yakubovic-Popov (v. Cap.l)
secondo il quale G([)J e strettamente reale positiva se e solo se esistono: una
matrice P O R™" simmetrica e definita positiva, un vettore L 0 R", una
costante w [ R e una costante positiva € > 0 tali che:

PA+AP=-LL'-¢P
PB=C -wlL’
2D =w?

Se G([)I e strettamente reale positiva, prendiamo dunque come possibile
funzione d’accumulo:

1
V(x):zx’ P x

allora -
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PA+AP =—LL —gP
PB=C -wlL’
2D =w?

uy—g—\;(x)f(x,u) =u(Cx+Du)-x’P(Ax+Bu)=

1
uCx+ D u? -5 X(PA+AP)x - X PBu=
1
= U(B’P+WL’)X+§(W2u2+X’LL’X+€X’PX)— uB’Px=

1 1
= E[(L’x+wu)2+sx’Px] >5 exPx , O(xu)OR'xR.

Esempio 3 (Sistema dinamico affine nel controllo)
S*: fx, y=ax)+pX)u , gxu=yx) , n=21;

Proposizione 2. Se & possibile trovare una funzione V(O R" - R
semidefinita positiva e continuamente differenziabile tale che:

0 0
a—:(/(x)a(x)so , G_X(X) Bx)=y(x) , OxOR"

allora S* e un sistema passivo.

In tal caso infatti:

uy =20 0 1) = uy ~ 2000 [aG0 + B0 ] =
= 0y - 3500 a0 - Y0 u= -2 a0 2 0

1 Se poi V([) fosse tale che

Toas—ky() . k>0, TWBM=y0) . DXOR

L] il sistema S* sarebbe strettamente passivo relativamente all’uscita.

La dimostrazione é suggerita come esercizio.
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Teorema 7 (Passivita e stabilita)

Se il sistema S*

e passivo con funzione d’accumulo definita positiva, I’origine x=0 &
uno stato di equilibrio stabile (nel senso di Liapunov) del sistema libero

(u(@=0);
e strettamente passivo relativamente all’uscita (6 > 0), I’operatore ad

esso associato H: L. » L, € debolmente limitato e quindi L,-stabile;
in particolare, se Xo = 0, y»,°(H) < 1/9;

e strettamente passivo relativamente all’uscita e osservabile
nell’origine, oppure ¢ strettamente passivo relativamente allo stato, in
ogni caso con funzione d’accumulo definita positiva, allora I’origine
x=0 & uno stato di equilibrio asintoticamente stabile (nel senso di
Liapunov) del sistema libero (u() = 0); se la funzione d’accumulo €
anche radialmente illimitata, I’origine & uno stato di equilibrio
globalmente stabile del sistema libero.

Prova

Se S* é passivoe u =0, \/Q[ﬂ e semidefinita negativa; infatti:
oV
V00 = 50 f(x, 0) < = 8Y2 ~ p ()

se S* e strettamente passivo relativamente all’uscita, allora:

\Ex):g_\;(x)f(x,u)suy—suz—éyz—pw(X)Suy-5y2=
__(u—6y)2+ u2_6y2< u2_6y2_
- 26 28 2 T 28 2

integrando da O a T si ottiene :

N o1

T T
V(x(T)) = V(x(0)) < 2%) futdt—5 [y*dt
0 0
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Poiché V(D) e semidefinita positiva, si ha:

1 1! 2
Syt < i S u?dt — 5 V(™) - VX(O0)] =
0 0
T
l2 fu dt+% V(x(0))
0
CIO€:

1! 2
Iyllz < \/ 3 Juidt+3 V(X(0) ;
0

ma (a,b=0) = (\/a2 +h?<a+ b); quindi:

T
Iydbs 5\ [ S0t +A 2 V) =y fudl + B,
0

per ogni (u, T) O Ly X R™. Pertanto:
IVl < ylullz+B , OubL,.

L’ultima parte della dimostrazione € suggerita come esercizio.

Operatori passivi

Considerazioni preliminari

Prodotto scalare

0

Ov,w)dL, , <v,w>:= [v{t)w({)dt - estensionea Ly
0
T

O(v, W) OLy , <v,w> = fvi)wl)dt=<v,w>=<v, w;>
0
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Osservazione

In base alla definizione, il sistema S* € passivo se esiste una funzione

V(D: R" - R semidefinita positiva e continuamente differenziabile tale
che

\Rx):g—:(/(x)f(x, Wsuy-gu?-3y* , OKXuOR"xR.

Integrando entrambi i membri, si ottiene:

T
VX(T)) - V(X(0) £ [(uy-eu®=-3y))dt , OulOLy,
0

condizione che, con la notazione appena introdotta, pud essere
riformulata nel modo seguente:

<u,y> + V(X)) -V(X(T) = e<u,u> + d<y,y>,
O(u, T) O Ly X R*

Definizione (Operatore passivo)

Un operatore H*: Ly, — Ly @ passivo se esistono B,€, & O R tali
che

U Y>+PB =2 e<u,u>+d<y,y> , OWU T OLexRY;

In particolare, H* é strettamente passivo relativamente all’ingresso se
€ >0 ed é strettamente passivo relativamente all’uscita se o> 0.

 Nel caso di sistemi non dinamici, questa definizione potrebbe
apparire piu ampia di quella che limita la caratteristica g())a un settore
Prk,, k,] » €ON Ky € ky in RY, ammettendo anche una polarizzazione p.
Ma non é cosi. Infatti, se per un vOR si avesse w:=g(v) nel secondo o
nel quarto quadrante, sarebbe: v w < 0. Allora, con u(t) := v, si ha:
yO =W, <U Y>=VWT, <U U>=V'T, <y, y>=wW'Tela
condizione di passivita non potrebbe essere soddisfatta per T
indefinitamente grande.
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e Nel caso di sistemi dinamici lineari tempo-invarianti
1 asintoticamente stabili, con funzione di trasferimento:

G(S)=C(s1-A)*'B+D,

e stato iniziale nullo, mostriamo che il corrispondente operatore
non polarizzato H* & strettamente passivo relativamente
all’ingresso e all’uscita se

Re[G(jw]=za>0 , b =0 ,

e quindi G(s) e strettamente reale positiva.

Ricordiamo innanzitutto che, se v e w sono segnali a energia finita
(definiti su R™), per il Teorema di Parseval si ha:

foov(t) w(t) dt = foov(t) w(t) dt = %T | V(i) W(jw) dw
=00 O =00

dove V \%/W sono, rispettivamente, le trasformate di Fourier di v e w,
mentre e il coniugato di W.

Nel caso dell’operatore H* associato al sistema in esame, per ogni
(U, T) O Ly x R, si ha:

T 00
<U,y> =<U,y=> = f U(t) y(t) dt = f U(t) y(t) dt .

0 ~00
Si noti che I'ultimo integrale dipende soltanto da y,;, vale a dire
dall’andamento di y nell’intervallo [0, T]; ma, per la causalita di H*,
risulta: y; = H*(u); = H*(u,); := y'; ; inoltre, y* O L, e, indicando con
U(jw;T) la trasformata di Fourier di u, Y*(jw) = G(jw) U(jw;1).
Pertanto, si ha:

<uy> = foo u(t) y(t) dt = foo u-(t) y*(t) dt =
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= %{ | U(jw; 1) G(jw) U(jw;T) dw :%T [ Uew:; D 6 (jo0) dow.
Ora, ricordando che 8(-joo) = G(jw), si ottiene:

<uy> = %{ | UGw; P G (jw) dw =

= 55 [ UG 0P [6 () + 6] deo=
0

= 2 [ 1U(e; O RelG(0)] doo.
0

Se G(s) e strettamente reale positiva (Re[G(jw)] = a >0, [ =0),

<Uy> = %fmlU(jw;r)l2 Re[G(jw)] dw=
0

31

foo U(w; ) doo =
0

= 20 |ul’= 2 <u, u>,

quindi H* e strettamente passivo relativamente all’ingresso. Per altro,
in virtu delle ipotesi fatte, la norma indotta di H* in L, € Gpay, quindi:

#11 2 2 2
”y ”2 < Gmax ”uTHZ
e ponendo: €:=a, &:=a/Gya’ € immediato concludere che:

>e<u,u> +0<y,y> , O@u1)0LexR" .
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Stabilita di sistemi reazionati a componenti passivi

____________________________

Teorema 8

Supponiamo che il sistema reazionato S sia descritto da un operatore H ben
posto e che gli operatori H;, i = 1, 2, siano passivi; sia Ciog:

<Z,Vi>+Bi 2 §<z,>+ 8 <Y, Vi> , 0z, 1) OLexR’

con B &, & O R". Allora, I’operatore H & debolmente limitato, e quindi
L,-stabile, se:

O+ >0 ) +€e >0 .
Seinoltre: B:=0B;+pB,=0, allora H ¢ limitato.
Prova

» Cominciamo ad osservare che (per la passivita dei sottosistemi):

2 2
<73, Y121+ <2y Yo >r 2 & ||Zaf" + On lYrell2” + €2 ||22r||22 + & ||Y2r||22 -B
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2 2 2 2
[<z1, Y120+ <2y Y2 >r 2 & ||Zaell2” + O [[Yadll2” + €2 [|Zaxll2” + Oz |IY2ill2” - B

» Dr’altro canto (per la struttura del sistema):

a) <Z1, Y121+ <12y Y2 >r = <Up-Yo, Y131+ <Up+ Vg, Yo >r =

= <Ug, Y12+ <UyY2>¢

2 2
D) €1 ||zacll2” + €2 ||Zotll2” = €1 <Up - Yo, Ug - Vo> + €, <Up + Y, Uy + Y1 > =
2 2
= &1 (lugll2” - 2 <uy, Yo >1 + [ly2rl27) +

2 2
+ & (|luzl2” + 2 <Ug, y1>¢ + [lyad27) -

o Sostituendo all’indietro si ottiene:

2 2 2 2
€1 (Jludll2” - 2 <uy, Yo >0 + [[y2dl2”) + €2 ([[Uadle” + 2 <Up, Y121 + [lyrd27) +

2 2
+ 01 |Yadl2” + Q2 [Yarll2” - B < < Uz, Y1 >+ < Uy Y2 >¢

e Riordinando i termini e considerando il valore assoluto del
secondo membro:

(0, + &) ||Y1r||22 + (O, + €1) ||y2r||22 -B<

2 2
< <Up-2 & Uy, Y1>r +<Up+ 2 €1 Uyg, Vo> — € U™ — € Uz <
2 2
< | <Up-2 €5 Uy, Y10 + <Up+ 2 €1 Uy, Yo>r — &1 |Urdl2” = € [JUadl2” | <

2 2
<|<ui-2& Uy, Yoo | +| <Up+ 2 €U, Yo>0 | + & Jundl’ + & [luzdle’.
» Ma, per la disuguaglianza di Schwarz (| <a, b>| < ||al| ||b]|)
| <U1-2&2Up Y1 | +| <Up+ 281 Up, Yo | <

< ”ulr' 2 %) UZT” ||Y1T|| + ||u2r' 2 €1 Ulr” ||YZT|| <

IN

(llusell + 2 & Juze]) [lyadll + (luzdl + 2 €1 [Juse]l) llyzll -
Quindi ...
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per ogni T O R™, si ha:
(81 + €2) llywella” + (B2 + €) [Iyadll2” - B <

< Ul lyadll + 2 €2 |uzd| Iyl + [[Uzell [[Y2ell + 2 €1 [[u] [[y2el| +

2 2
+ &1 |ugdl2” + €2 |[uzll2 (%)

 Se, a questo punto, si pone:

r”ulr” ||Y1T||
V= , W=
U] Izl
[ 61 + & 0 1 2 & €1 0
P = , Q= , R:=
0 O +¢ 2¢ 1 0 €

la disuguaglianza (%) puo essere espressa in forma piu compatta:
WPwWswWQV+V RV+[(. (*)
Ponendo, a sua volta:

\/61"‘82 0

= [P = L T:=S"0Q/2, M*:=T'T+R

0 &+e
e facile verificare che la (*) puo anche essere scritta:
(Sw-Tv) (Sw-Tv) € V" M?v+p
ciog, indicando con ||(le la norma euclidea in R*:
ISw-TVIE < MVl +8.
Poiché , per ogni a, b O R, si haa®+ b*< (a + b)?, risulta:

ISW-TV[e< MV +/B
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Ma [[Sw-TV|e = |ISW|e - [T V| , quindi:
ISwlle < |TVle + IMVle +\B < (ITlle +IIMIle) IMle + /B -

* Infine, sia: n:=Sw (e ricordiamo che S & non singolare), allora

Wle = IS nlke < ISk Inlle = IS Yle IS wle <
< ISk [ATIE +IMIlE) IMIle +~/B] = Vv + B

cioe:
N
vl < Vlull, + B

Esempio: Problema di Lur’e fmmmmmmmmmmmmmmmeo .

Stabilita L, nel settore [0, k]

Teorema 9. Supponiamo che:

e H, corrisponda ad un sistema
non dinamico tempo-invariante con

caratteristica ingresso-uscita ¢(D

 H, corrisponda a un sistema 4
dinamico lineare tempo-invariante
asintoticamente stabile con
funzione di trasferimento

G(s)=C(sl-A)"'B

_

e sia:

Re[G(jw)]=-0o>—-p, b =20
a.=p-0>0;

allora, I’operatore H & debolmente limitato, e quindi L,-stabile, per
ogni ¢(D1T ®pg, k1, con k := 1/p (cfr. Criterio di Popov con g = 0).
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|||||||||||||||||

w: w=¢(e+pw)

w

44

Prova. Una diversa versione di un artificio ormai noto:

-
= Q
[¢b] [¢B]
(¢B)
< < )<
IIIIIIIIIIIIIIIII - - = IIIII\WIFIIIIIIIIIIII..IIIIh _IIIIII\MI_IIIIIIIII -
e e
= > Q Q
\J + +
o > ° >

F():=G()+p 5 n(e)



n(o:

Perogni k<1/p,
¢ U Ppo < N0 , K:zl—pk .

Infatti, in ogni punto (V, w) della caratteristica ¢([)] sara:

W=hv , hO[0K .

Il corrispondente valore di e dev’essere tale che: e + pw =V,
Ciog:

1 _h
E= ZW-pW = W= T8
hO[0,k] = mD[O,K].
A_D ;
1-hp | Quando k=1/p,siha K=oo:
|
G i
; O( U Ppo,ig = NN U Ppo, o
|
i
i
i
L
0 k 1 h
P
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La funzione di trasferimento F (s) := G(s) + p ha poli con parte
reale negativa ed € strettamente reale positiva.

Infatti, poiché per ipotesi Re[G(jw)]=—-0>-p, [ =0,
Re[F(jw]=z-o+p=a>0,d =0.

Allora, in base a quanto gia sappiamo, si puo trarre una prima
conclusione:

A

i Hy H* |
°+pd ! e y W
y P :>(‘P—> n(Dl : >
i i
y ! u Y . d

____________________________

& H;*épassivo: we=0,0e R (€,=0,06,=0)
(k1=0, ky = 00);

% Se non e polarizzato (stato iniziale nullo), H,* & strettamente
passivo relativamente all’ingresso e all’uscita (e, >0, &, > 0).

Poiché o, +&,>0 e & +¢g >0, I’operatore H* € debolmente
limitato (Teorema 8), e quindi Lo-stabile, per ogni n(0l O @[, «].

Di conseguenza, I’operatore H & debolmente limitato e L,-stabile,
per ogni (010 P, k], con k := 1/p.

... e se H,* fosse polarizzato (stato iniziale qualsiasi)? =
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e Se H,* e polarizzato (stato iniziale qualsiasi), per I’asintotica
stabilita del sistema (A, B, C) si ha:

Ho*(u) := Go*(u) + Y20

G*(0)=0 , yx)=CeNxy = ypOL,
T *
ARTTI E— H*

>0———> n(o | >
i Y20 GZ* i
2 F(s) et Ot
i TR
y® +pd-ya, e LW
2°:>§P—> n(0 : >
Y20 i GZ* i
y ‘E F(S) u Y o d

Poiché G,* & non polarizzato, H** e debolmente limitato e quindi
L,-stabile. Pertanto, anche H* e H sono debolmente limitati e L,-
stabili. Questa osservazione conclude la prova del Teorema 9.

Corollario del Teorema 9. Dal Teorema 9 é facile ricavare, con un
artificio ormai familiare, il criterio del cerchio per la stabilita L,

dell’operatore H nel settore [ky, ko], cioe per ogni ¢(0) U Prk,, k,]
(Teorema 6).
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Definizione. Sia: Lb:={v:v, 1L},

Esempio. Se yy(t)=C et Xg , SI ha: Fo(t) =CAe" Xo ; quindi:
RMAI<0 =  yOL

Teorema 10 (Un criterio alla Popov di stabilita L,)

°i e W
oo ]
| . |
<y G(s) <Lo<—d

Supponiamo che:

e Hj corrisponda ad un sistema non dinamico tempo-invariante con
caratteristica ingresso-uscita ¢ (D

 H, corrisponda a un sistema dinamico lineare tempo-invariante
asintoticamente stabile con funzione di trasferimento

GGS)=C(sI1-A)'B;

allora, se esiste § O R" tale che:

%+Re[(1+joo6)G(joo)]>0 , [ =20

si ha: y,w [ L,, perogni y°,d Elg e per ogni ¢(01 01 ®po, ] -
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Prova. Posto: p :=1/k, applichiamo il medesimo artificio gia usato
nella dimostrazione del Teorema 9.

i H, H |
y° 1 e 1 W
— > ' >
o (3 ,
| H, i
y v | d
< G(s) k—O<——
A TR H** |
Crpdoyl i
y *+p 3/20:>\A e n(m : W}
Y2oi i GZ* i
y : F(S) u Y o d
= «—  OQe«tr——

Dalla dimostrazione del Teorema 9, sappiamo che se
Re[F(jw)] :=Re[G(jw) + p]2a >0 , b =0

allora H** e L,-stabile per ogni n(Q1U ®[p, ] € H € Lo-stabile per
ogni (01T ®g, k7, k := 1/p.

Ma, per ogni q =0, H** & palesemente equivalente a H”, dove:
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yo+pd-yx ! W
20 :>(A) € > n(m : >
yzol i GZ* i
I ' I
b 1 ] FO) ot
R ittt -
stato iniziale nullo
viEy rpdoy v HY g
v iz 1 e 5 W -
—>1+qS—i—tCA)AE—>1+qS > n(m i >
T LT i
lyzo E SRR+ M : :
y ' iy
<—o<—1+1qs<' 1+qs F(s) eﬂcy—d

Ci proponiamo ora di dimostrare che, se n(JUJ @0, ] € q > 0 (il
caso g = 0 & banale), H," & un operatore passivo. Infatti:

wi)=n(e®) . qe+e®=zt) . e0)=w(©)=0;

allora,
T T

<w,z> = [n(e@) et dt+q [ ne(t) &) dt ;
0 0

ma, poiché la caratteristica n(0) sta nel primo e terzo quadrante, si ha:
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T

fne®)e®dt=0 , @ =0
0
T e(1)
fne®etyd = [nede=20 , @ 20
0 0
quindi:
<w,z> 20 , Ot 0LexR".

Pertanto (Teorema 8), I’operatore H* & debolmente limitato, e quindi
L,-stabile, per ogni n(Q) O ®[o, «] se H*, & strettamente passivo

relativamente all’ingresso e all’uscita, ossia se (1 + g s) F(s) & una
funzione strettamente reale positiva, ciog:

Re[l+gjw)F(jw]=za>0 , b =0.

Poiché F (s) := G (s) + p, con p := 1/k, quest’ultima condizione
diventa:

%+Re[(1+qjoo)G(jw)]2a>O , [ =0;

Ma perché essa sia soddisfatta per almeno un valore positivo di g, €
sufficiente che esista § > 0 tale che:

%+Re[(1+6joo)G(jw)]>0 , [ =0.

In tal caso, infatti, se consideriamo la funzione di Popov G*(jw) :=
Re[G (jw)] + jw Im[G (jw)], e evidente che I’esistenza di una retta con
pendenza positiva 1/, passante per -1/k, che lasci alla sua destra il
diagramma polare di G* (jw), w= 0, (ma non necessariamente il punto

corrispondente al limite di G* (jw) per w che tende all’infinito) implica
I’esistenza di una retta con pendenza positiva 1/q, sempre passante per
il punto -1/k, che lasci pero strettamente alla sua destra il suddetto
diagramma polare.
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pendenza 1/q \,/ — pendenza 1/§

Re

G*(jw)

Quindi esistono q > 0 e a > 0 tali che:
1 : :
E+Re[(1+qu)G(Jw)]20(>O , [ =0.

Se, per ogni N(QI0 @po, oo, H" & L,-stabile, possiamo di conseguenza
affermare che

y,wlL, Dy°,dDE|2.

Infine, osservando che, per costruzione, N()UJ ®[p, »] Sse e solo se
¢() O Ppo, k7 la dimostrazione € conclusa.
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